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GENERALIZED DERIVATION PADA Γ-RING
ABSTRAK
Misalkan M adalah suatu Γ-ring prima yang memenuhi
xαyβz = xβyαz untuk setiap x, y, z ∈ M , α, β ∈ Γ dan
U adalah suatu ideal tak nol dari M . Pada skripsi ini
ditunjukkan jika M memuat suatu generalized derivation
F dengan suatu derivation tak nol d dan memenuhi syarat
tertentu maka M komutatif.




GENERALIZED DERIVATION ON Γ-RING
ABSTRACT
Let M be a prime Γ-ring that satisfies xαyβz = xβyαz
for all x, y, z ∈ M , α, β ∈ Γ and U be a non zero ideal of
M . In this paper, if M admits a generalized derivation F
associated with a non zero derivation d and satisfies a
certain condition so that M is commutative.
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[x, y]α Komutator terhadap alpha
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Γ-ring adalah perluasan dari teori ring.
Namun definisi dari Γ-ring sedikit berbeda dari definisi
ring serta lebih mirip dengan definisi dari suatu modul
yang memenuhi beberapa aksioma-aksioma tertentu.
Konsep tentang Γ-ring pertama kali ditemukan oleh
Nobusawa pada tahun 1964 dalam jurnalnya yang
berjudul On a Generalization of the Ring Theory.
Konsep Γ-ring telah dikembangkan oleh Nobusawa
pada tahun 1964 dan Barnes pada tahun 1966.
Perkembangan yang diperoleh antara lain adalah ideal
pada Γ-ring, Γ-ring prima, dan senter pada Γ-ring.
Termotivasi dari eksistensi suatu generalized derivation
pada ring, Soyturk pada tahun 1994 serta Ashraf dan
Rashid pada tahun 2014 mengembangkan konsep
generalized derivation pada Γ-ring dalam jurnalnya The
Commutativity in Prime Gamma Rings with Derivation
dan Some Differential Identities in Prime Γ-rings.
Banyak penulis yang telah meneliti tentang sifat-sifat
Γ-ring dengan derivation atau generalized derivation.
Ahmad N. Alkenani dkk pada tahun 2015 dalam
jurnalnya yang berjudul Generalized Derivation on
Gamma Rings memperkenalkan beberapa hasil mengenai
definisi, lemma serta teorema yang berkaitan dengan
generalized derivation pada Γ-ring. Oleh karena itu, dalam




Bedasarkan latar belakang, permasalahan yang
dibahas pada skripsi ini adalah:
1. Bagaimana definisi derivation dan generalized
derivation pada Γ-ring?
2. Bagaimana lemma dan teorema berserta bukti yang
berkaitan dengan generalized derivation pada Γ-ring?
1.3. Batasan Masalah
Dalam skripsi ini permasalahan yang dibahas
dibatasi pada suatu generalized derivation pada Γ-ring
prima yang memenuhi xαyβz = xβyαz untuk setiap
x, y, z ∈M , α, β ∈ Γ.
1.4. Tujuan
Bedasarkan rumusan masalah, tujuan dari skripsi ini
adalah:
1. Untuk menjelaskan definisi dari derivation dan
generalized derivation pada Γ-ring.
2. Untuk membuktikan lemma dan teorema yang




Pada bab ini diberikan beberapa definisi dan contoh yang
akan digunakan sebagai materi acuan dalam
pembahasan.
2.1. Operasi Terner
Struktur Aljabar adalah suatu himpunan tak kosong
yang dilengkapi dengan satu atau lebih operasi. Berikut
ini diberikan definisi hasil kali kartesian, pemetaan, operasi
biner dan operasi terner yang dikutip dari Chaudhuri (1983).
Definisi 2.1.1. (Hasil Kali Kartesian) Misalkan A dan
B masing-masing adalah suatu himpunan tak kosong. Hasil
kali kartesian dari himpunan A dan B adalah himpunan
dari pasangan terurut (a, b) dengan a ∈ A dan b ∈ B,
dinotasikan dengan:
A×B = {(a, b); a ∈ A ∧ b ∈ B}
Definisi 2.1.2. (Pemetaan) Misalkan A dan B masing-
masing adalah himpunan tak kosong. Suatu aturan f yang
memasangkan setiap elemen a ∈ A dengan tepat satu
elemen b ∈ B disebut pemetaan dari A ke B. Dinotasikan
dengan:
f : A→ B atau AfB
Definisi 2.1.3. (Operasi Biner) Misalkan A adalah
suatu himpunan tak kosong. Operasi biner pada himpunan
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A adalah suatu aturan ∗ yang memasangkan suatu
pasangan terurut (a, b) dengan tepat satu elemen c, dengan
a, b, c ∈ A. Dinotasikan dengan:
∗ : A×A→ A
(a, b) 7→ ∗(a, b) = a ∗ b = c
Definisi 2.1.4. (Operasi Terner) Misalkan A adalah
suatu himpunan tak kosong. Operasi terner pada
himpunan A adalah suatu aturan ∗ yang memasangkan
suatu tripel terurut (a, b, c) dengan tepat satu elemen d,
dengan a, b, c, d ∈ A. Dinotasikan dengan:
∗ : A×A×A→ A
(a, b, c) 7→ ∗(a, b, c) = a ∗ b ∗ c = d
Contoh 2.1.5. Diberikan himpunan bilangan bulat Z.
Didefinisikan operasi penjumlahan sebagai berikut.
+ : Z× Z× Z→ Z
(a, b, c) 7→ +(a, b, c) = a+ b+ c = d
Akan dibuktikan bahwa operasi penjumlahan merupakan
operasi terner pada Z.
Bukti: Akan dibuktikan bahwa operasi penjumlahan pada
Z merupakan pemetaan. Ambil sebarang (x1, y1, z1),
(x2, y2, z2) ∈ Z × Z × Z, dengan xi, yi, zi ∈ Z, i = 1, 2 dan
(x1, y1, z1) = (x2, y2, z2) sedemikian sehingga
(x1, y1, z1) = (x2, y2, z2)⇒ +(x1, y1, z1) = x1 + y1 + z1
= x2 + y2 + z2
= +(x2, y2, z2)




Semigrup adalah suatu himpunan tak kosong yang
dilengkapi dengan satu operasi biner dan memenuhi aksioma-
aksioma tertentu. Berikut akan diberikan definisi
semigrup, grup, grup komutatif, grup aditif, grup
komutatif aditif, subgrup dan subgrup aditif yang
dikutip dari Chaudhuri (1983).
Definisi 2.2.1. (Semigrup) Misalkan G adalah suatu
himpunan tak kosong. G disebut semigrup terhadap
operasi biner ∗ jika memenuhi aksioma-aksioma berikut:
1. G tertutup terhadap operasi biner ∗:
a ∗ b ∈ G untuk setiap a, b ∈ G.
2. Operasi biner ∗ memenuhi hukum asosiatif:
a ∗ (b ∗ c) = (a ∗ b) ∗ c untuk setiap a, b, c ∈ G.
Contoh 2.2.2 Diberikan himpunan bilangan modulo 4
yaitu Z4. Akan dibuktikan bahwa Z4 terhadap operasi
perkalian(•) merupakan semigrup.
Bukti: Akan ditunjukkan bahwa (Z4, •) memenuhi sifat
tertutup dan assosiatif.
Tabel 2.1: Hasil operasi perkalian pada Z4
• 0̄ 1̄ 2̄ 3̄
0̄ 0̄ 0̄ 0̄ 0̄
1̄ 0̄ 1̄ 2̄ 3̄
2̄ 0̄ 2̄ 0̄ 2̄
3̄ 0̄ 3̄ 2̄ 1̄
Dari Tabel 2.1 dapat diperoleh bahwa
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1. Z4 tertutup terhadap operasi perkalian
x • y ∈ Z4 untuk setiap x, y ∈ Z4.
Untuk selanjutnya, penulisan x • y cukup ditulis
dengan xy.
2. Operasi perkalian memenuhi sifat asosiatif
x(yz) = (xy)z untuk setiap x, y, z ∈ Z4
Terbukti bahwa (Z4, •) merupakan semigrup.
Definisi 2.2.3. (Grup) Misalkan G adalah suatu
himpunan tak kosong. G disebut grup terhadap suatu
operasi biner ∗ jika memenuhi aksioma-aksioma berikut:
1. G tertutup terhadap operasi biner ∗:
a ∗ b ∈ G untuk setiap a, b ∈ G.
2. Operasi biner ∗ memenuhi hukum asosiatif:
a ∗ (b ∗ c) = (a ∗ b) ∗ c untuk setiap a, b, c ∈ G.
3. Eksistensi elemen identitas:
Terdapat suatu elemen e ∈ G yang memenuhi
a ∗ e = e ∗ a = a untuk setiap a ∈ G. Elemen e
disebut elemen identitas dari grup G.
4. Eksistensi invers dari setiap elemen:
Untuk setiap a ∈ G, terdapat suatu elemen a−1 ∈ G
yang memenuhi a ∗ a−1 = a−1 ∗ a = e. Elemen a−1
disebut invers dari a.
Contoh 2.2.4. Diberikan himpunan bilangan modulo 4
yaitu Z4. Akan dibuktikan bahwa Z4 terhadap operasi
penjumlahan(+) merupakan grup.
Bukti: Akan dibuktikan bahwa (Z4,+) merupakan grup.
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Tabel 2.2: Hasil operasi penjumlahan pada Z4
+ 0̄ 1̄ 2̄ 3̄
0̄ 0̄ 1̄ 2̄ 3̄
1̄ 1̄ 2̄ 3̄ 0̄
2̄ 2̄ 3̄ 0̄ 1̄
3̄ 3̄ 0̄ 1̄ 2̄
Dari Tabel 2.2 dapat diperoleh bahwa (Z4,+)
memenuhi sifat:
1. Z4 tertutup terhadap penjumlahan
x+ y ∈ Z4 untuk setiap x, y ∈ Z4.
2. Operasi penjumlahan memenuhi sifat asosiatif
x+ (y + z) = (x+ y) + z untuk setiap x, y, z ∈ Z4
3. Terdapat elemen identitas
Terdapat e = 0̄ ∈ Z4, untuk setiap x ∈ Z4, berlaku
x+ 0̄ = 0̄ + x = x.
4. Setiap elemen memiliki invers, yaitu
invers dari 0̄ adalah 0̄ ∈ Z4, karena 0̄ + 0̄ = 0̄
invers dari 1̄ adalah 3̄ ∈ Z4, karena 1̄ + 3̄ = 0̄
invers dari 2̄ adalah 2̄ ∈ Z4, karena 2̄ + 2̄ = 0̄
invers dari 3̄ adalah 1̄ ∈ Z4, karena 3̄ + 1̄ = 0̄
Terbukti bahwa Z4 terhadap operasi penjumlahan
merupakan grup.
Definisi 2.2.5. (Grup Komutatif) Misalkan G adalah
suatu grup dengan operasi biner ∗. G disebut grup
komutatif jika operasi biner ∗ memenuhi sifat komutatif:
a ∗ b = b ∗ a untuk setiap a, b ∈ G.
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Contoh 2.2.6. Diberikan himpunan bilangan modulo 2
yaitu Z2. Akan dibuktikan bahwa Z2 terhadap operasi
penjumlahan merupakan grup komutatif.
Bukti: Akan dibuktikan bahwa (Z2,+) merupakan grup
komutatif.




Dari Tabel 2.3 dapat diperoleh bahwa (Z2,+)
memenuhi sifat:
1. Z2 tertutup terhadap penjumlahan
x+ y ∈ Z2 untuk setiap x, y ∈ Z2.
2. Operasi penjumlahan memenuhi sifat asosiatif
x+ (y + z) = (x+ y) + z untuk setiap x, y, z ∈ Z2
3. Terdapat elemen identitas
Terdapat e = 0̄ ∈ Z2, untuk setiap x ∈ Z2, berlaku
x+ 0̄ = 0̄ + x = x.
4. Setiap elemen memiliki invers, yaitu
invers dari 0̄ adalah 0̄ ∈ Z2, karena 0̄ + 0̄ = 0̄
invers dari 1̄ adalah 1̄ ∈ Z2, karena 1̄ + 1̄ = 0̄
5. Operasi penjumlahan memenuhi sifat komutatif
x+ y = y + x, untuk setiap x, y ∈ Z2
Terbukti bahwa (Z2,+) merupakan grup komutatif.
Definisi 2.2.7. (Grup Aditif) Misalkan G adalah suatu
grup. G disebut grup aditif jika operasi biner yang
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digunakan adalah operasi penjumlahan.
Contoh 2.2.8. Diberikan himpunan bilangan modulo 3
yaitu Z3. Akan dibuktikan bahwa Z3 merupakan grup
aditif.
Bukti: Akan dibuktikan bahwa (Z3,+) merupakan grup.
Tabel 2.4: Hasil operasi penjumlahan pada Z3
+ 0̄ 1̄ 2̄
0̄ 0̄ 1̄ 2̄
1̄ 1̄ 2̄ 0̄
2̄ 2̄ 0̄ 1̄
Dari Tabel 2.4 dapat diperoleh bahwa (Z3,+)
memenuhi sifat:
1. Z3 tertutup terhadap penjumlahan
x+ y ∈ Z3 untuk setiap x, y ∈ Z3.
2. Operasi penjumlahan memenuhi sifat asosiatif
x+ (y + z) = (x+ y) + z untuk setiap x, y, z ∈ Z3
3. Terdapat elemen identitas
Terdapat e = 0̄ ∈ Z3, untuk setiap x ∈ Z3, berlaku
x+ 0̄ = 0̄ + x = x.
4. Setiap elemen memiliki invers, yaitu
invers dari 0̄ adalah 0̄ ∈ Z3, karena 0̄ + 0̄ = 0̄
invers dari 1̄ adalah 2̄ ∈ Z3, karena 1̄ + 2̄ = 0̄
invers dari 2̄ adalah 1̄ ∈ Z3, karena 2̄ + 1̄ = 0̄
Terbukti bahwa Z3 merupakan grup aditif.
Definisi 2.2.9. (Grup Komutatif Aditif) Misalkan G
adalah suatu grup. G disebut grup komutatif aditif
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jika G adalah grup aditif dan operasi biner penjumlahan
memenuhi sifat komutatif pada G yaitu a+b = b+a untuk
setiap a, b ∈ G.
Contoh 2.2.10. Diberikan himpunan bilangan modulo
3 yaitu Z3. Akan dibuktikan bahwa Z3 merupakan grup
komutatif aditif.
Bukti: Akan dibuktikan bahwa (Z3,+) merupakan grup
komutatif. Berdasarkan Contoh 2.2.8. dapat ditunjukkan
bahwa (Z3,+) memenuhi aksioma tertutup, assosiatif,
memiliki elemen identitas, dan setiap elemen memiliki
invers. Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa operasi
penjumlahan memenuhi sifat komutatif pada Z3.
Berdasarkan Tabel 2.4, dapat ditunjukkan bahwa operasi
penjumlahan memenuhi sifat komutatif. x + y = y + x,
untuk setiap x, y ∈ Z3.
Terbukti bahwa Z3 merupakan grup komutatif aditif.
Definisi 2.2.11. (Subgrup) Misalkan (G, ∗) adalah grup.
H adalah suatu himpunan bagian tak kosong dari grup G.
H disebut subgrup jika H adalah grup terhadap operasi
biner yang sama dengan G.
Teorema 2.2.12. Misalkan (G, ∗) adalah grup. H adalah
suatu himpunan bagian tak kosong dari G. H merupakan
subgrup dari G jika dan hanya jka a∗b−1 ∈ H untuk setiap
a, b ∈ H.
Bukti:
(⇒) Diketahui H merupakan subgrup dari G. Akan
ditunjukkan bahwa a ∗ b−1 ∈ H untuk setiap a, b ∈ H.
Karena H merupakan subgrup dari G, maka H pasti
memenuhi sifat tertutup dan setiap elemen memiliki invers.
Selanjutnya ambil sebarang a, b ∈ H, terdapat b−1 ∈ H
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sedemikian sehingga a ∗ b−1 ∈ H.
Terbukti jika H merupakan subgrup dari G maka
a ∗ b−1 ∈ H untuk setiap a, b ∈ H.
(⇐) Diketahui bahwa a ∗ b−1 ∈ H untuk setiap a, b ∈ H.
Akan dibuktikan bahwa H merupakan subgrup dari G.
1. Ambil sebarang a ∈ H dan b = a ∈ H sedemikian
sehingga berlaku a ∗ b−1 = a ∗ a−1 = e ∈ H, maka
(H, ∗) memiliki elemen identitas.
2. Ambil sebarang a ∈ H sedemikian sehingga
e ∗ a−1 = a−1 ∈ H, maka setiap elemen di H
memiliki invers.
3. Ambil sebarang b ∈ H sedemikian sehingga
e ∗ b−1 = b−1 ∈ H. Selanjutnya ambil a, b−1 ∈ H
sedemikian sehingga a ∗ (b−1)−1 = a ∗ b ∈ H.
(H, ∗) memenuhi sifat tertutup.
4. Karena H ⊆ G, maka jelas (H, ∗) memenuhi aksioma
assosiatif.
Terbukti bahwa (H, ∗) merupakan grup, sehingga terbukti
bahwa H subgrup dari grup G.
Definisi 2.2.13. (Subgrup Aditif) Misalkan G adalah
suatu grup aditif. H adalah suatu himpunan bagian tak
kosong dari grup aditif G. H disebut subgrup aditif jika H
adalah subgrup dari grup aditif G.
Contoh 2.2.14. Diberikan grup (Z4,+) dan suatu
himpunan bagian H = {0̄, 2̄} dari Z4. Akan dibuktikan
bahwa H merupakan subgrup dari Z4.
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Bukti: Akan dibuktikan bahwa H merupakan grup
terhadap operasi penjumlahan.




Dari Tabel 2.5 dapat ditunjukkan bahwa (H,+) memenuhi
sifat:
1. H tertutup terhadap penjumlahan
x+ y ∈ H untuk setiap x, y ∈ H.
2. Operasi penjumlahan memenuhi sifat asosiatif
x+ (y + z) = (x+ y) + z untuk setiap x, y, z ∈ H
3. Terdapat elemen identitas
Terdapat e = 0̄ ∈ H, untuk setiap x ∈ H, berlaku
x+ 0̄ = 0̄ + x = x.
4. Setiap elemen memiliki invers, yaitu
invers dari 0̄ adalah 0̄ ∈ H, karena 0̄ + 0̄ = 0̄
invers dari 2̄ adalah 2̄ ∈ H, karena 2̄ + 2̄ = 0̄
Terbukti bahwa (H,+) merupakan grup dan terbukti
bahwa H merupakan subgrup dari Z4. Karena Z4
merupakan grup aditif, H juga merupakan subgrup
aditif dari Z4.
2.3. Ring
Ring adalah suatu himpunan tak kosong yang
dilengkapi dua operasi biner dan memenuhi aksioma-aksioma
tertentu. Berikut akan diberikan definisi dari ring,
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ideal, senter pada ring, ring komutatif dan komutator yang
dikutip dari Andari (2014).
Definisi 2.3.1. (Ring) Misalkan R adalah suatu
himpunan tak kosong. R dilengkapi dua operasi biner
dalam hal ini dimisalkan operasi penjumlahan(+) dan
operasi perkalian(•). R disebut ring terhadap penjumlahan
dan perkalian jika memenuhi aksioma-aksioma berikut.
1. (R,+) merupakan grup komutatif.
2. (R, •) merupakan semigrup.
3. Berlaku hukum distributif.
(x+ y)z = xz + yz
x(y + z) = xy + xz
untuk setiap x, y, z ∈ R.
Contoh 2.3.2. Diberikan himpunan bilangan modulo 4
yaitu Z4. Akan dibuktikan bahwa (Z4,+, •) merupakan
suatu ring.
Bukti:
1. Akan ditunjukkan bahwa (Z4,+) merupakan grup
komutatif. Bedasarkan Contoh 2.2.4. dapat
ditunjukkan bahwa (Z4,+) merupakan grup dan dari
Tabel 2.2 dapat ditunjukkan bahwa operasi
penjumlahan memenuhi sifat komutatif x+y = y+x,
untuk setiap x, y ∈ Z4.
Terbukti bahwa (Z4,+) merupakan grup komutatif.
2. Akan ditunjukkan bahwa (Z4, •) merupakan semigrup.
Bedasarkan Contoh 2.2.2. dapat ditunjukkan bahwa
Z4 merupakan semigrup terhadap operasi perkalian.
Terbukti bahwa Z4 merupakan semigrup terhadap
operasi perkalian.
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3. Akan ditunjukkan bahwa Z4 memenuhi sifat
distributif. Ambil sebarang x, y, z ∈ Z4 sedemikian
sehingga (x+ y)z = xz + yz dan x(y+ z) = xy+ xz.
Terbukti bahwa Z4 memenuhi sifat distributif.
Terbukti bahwa (Z4,+, •) merupakan ring.
Definisi 2.3.3. (Ideal) Misalkan (R,+, •) adalah suatu
ring. I adalah himpunan bagian tak kosong dari R.
1. I disebut ideal kiri jika dan hanya jika memenuhi
(a) a+ (−b) ∈ I untuk setiap a, b ∈ I.
(b) ra ∈ I untuk setiap a ∈ I, r ∈ R.
2. I disebut ideal kanan jika dan hanya jika memenuhi
(a) a+ (−b) ∈ I untuk setiap a, b ∈ I.
(b) ar ∈ I untuk setiap a ∈ I, r ∈ R.
Jika I merupakan ideal kiri dan ideal kanan maka I disebut
ideal dua sisi.
Contoh 2.3.4. Diberikan ring (Z4,+, •) dan himpunan
bagian I = {0̄, 2̄} dari Z4. Buktikan bahwa H merupakan
ideal dari ring Z4.
Bukti:
1. Akan ditunjukkan bahwa a + (−b) ∈ I untuk setiap
a, b ∈ I. Bedasarkan Contoh 2.2.14. diketahui bahwa
I merupakan subgrup dari Z4, sedemikian sehingga
bedasarkan Teorema 2.2.12. dapat ditunjukkan
bahwa a+ (−b) ∈ I untuk setiap a, b ∈ I.
2. Akan ditunjukkan bahwa ar ∈ I dan ra ∈ I untuk
setiap a ∈ I, r ∈ Z4.
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Tabel 2.6: Hasil operasi perkalian antara a dan r
a r ar ra
0̄ 0̄ 0̄ 0̄
0̄ 1̄ 0̄ 0̄
0̄ 2̄ 0̄ 0̄
0̄ 3̄ 0̄ 0̄
2̄ 0̄ 0̄ 0̄
2̄ 1̄ 2̄ 2̄
2̄ 2̄ 0̄ 0̄
2̄ 3̄ 2̄ 2̄
Dari Tabel 2.6 dapat ditunjukkan bahwa ar = ra ∈ I.
Terbukti bahwa I merupakan ideal dari ring (Z4,+, •).
Definisi 2.3.5. (Ring Komutatif) Misalkan (R,+, •)
adalah suatu ring. R disebut ring komutatif jika pada R
berlaku sifat ab = ba untuk setiap a, b ∈ R.
Contoh 2.3.6. Diberikan ring (Z4,+, •). Akan
dibuktikan bahwa Z4 merupakan ring komutatif.
Bukti: Akan ditunjukkan bahwa operasi perkalian
memenuhi sifat komutatif pada Z4. Berdasarkan Tabel 2.1,
dapat ditunjukkan bahwa operasi perkalian memenuhi sifat
komutatif pada Z4.
Terbukti bahwa (Z4,+, •) merupakan ring komutatif.
Definisi 2.3.7. (Senter) Misalkan (R,+, •) adalah suatu
ring. Senter dari R didefinisikan sebagai berikut
C(R) = {a ∈ R|ab = ba, untuk setiap b ∈ R}.
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Contoh 2.3.8. Diberikan ring (Z4,+, •). Akan ditentukan
senter dari Z4.
Jawab: Karena (Z4,+, •) merupakan ring komutatif maka
berlaku ab = ba untuk setiap a, b ∈ Z4. Oleh karena itu,
untuk setiap a ∈ Z4, a ∈ C(Z4). Jadi C(Z4) = Z4.
Definisi 2.3.9. (Komutator) Misalkan (R,+, •) adalah
suatu ring. Didefinisikan komutator pada R sebagai
berikut.
[a, b] = ab− ba
untuk setiap a, b ∈ R.
Contoh 2.3.10. Diberikan ring (Z2,+, •). Akan
ditunjukkan bahwa semua komutator dari Z2 adalah 0̄.
Bukti:
Tabel 2.7: Hasil operasi perkalian pada Z2
x y xy yx [x, y]
0̄ 0̄ 0̄ 0̄ 0̄
0̄ 1̄ 0̄ 0̄ 0̄
1̄ 0̄ 0̄ 0̄ 0̄
1̄ 1̄ 1̄ 1̄ 0̄
Bedasarkan Tabel 2.7, terbukti bahwa semua komutator
dari Z2 adalah 0̄.
2.4. Derivation
Derivation adalah suatu pemetaan aditif yang
memenuhi aksioma tertentu. Berikut diberikan definisi
derivation dan generalized derivation, namun sebelumnya
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akan diberikan definisi dari pemetaan aditif yang dikutip
dari N. Rehman (2002).
Definisi 2.4.1. (Pemetaan Aditif) Misalkan G adalah
suatu himpunan tak kosong dan f : G → G adalah suatu
pemetaan. f disebut pemetaan aditif jika f memenuhi:
f(x+ y) = f(x) + f(y)
untuk setiap x, y ∈ G.
Definisi 2.4.2. (Derivation) Misalkan (R,+, •) adalah
suatu ring. Suatu pemetaan aditif d : R → R disebut
derivation pada R jika d memenuhi:
d(xy) = d(x)y + xd(y)
untuk setiap x, y ∈ R.
Definisi 2.4.3. (Generalized Derivation) Misalkan
(R,+, •) adalah suatu ring. Suatu pemetaan aditif
F : R → R disebut generalized derivation jika terdapat
suatu derivation d : R→ R yang memenuhi:
F (xy) = F (x)y + xd(y)
untuk setiap x, y ∈ R.
Contoh 2.4.4. Misalkan (R,+, •) adalah suatu ring.
Didefinisikan F : R → R dengan F (x) = nx − xn, untuk
suatu n ∈ R, untuk setiap x ∈ R dan d : R → R de-
ngan d(x) = nx−xn, untuk suatu n ∈ R, untuk setiap xR.
Akan dibuktikan bahwa F adalah suatu generalized
derivation pada R dengan suatu derivation d.
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Bukti:
1. Akan dibuktikan bahwa F adalah suatu pemetaan
aditif di R.
Ambil sebarang x, y ∈ R sedemikian sehingga,
F (x+ y) = n(x+ y)− (x+ y)n
= nx+ ny − xn− yn
= nx− xn+ ny − yn
= F (x) + F (y)
Terbukti bahwa F merupakan suatu pemetaan
aditif di R.
2. Akan dibuktikan bahwa F adalah suatu generalized
derivation pada R.
Ambil sebarang x, y ∈ R, sedemikian sehingga,
F (xy) = n(xy)− (xy)n
= nxy − xyn
= nxy + (xny − xny)− xyn
= nxy − xny + xny − xyn
= (nx− xn)y + x(ny − yn)
= F (x)y + xd(y)
Terbukti bahwa F adalah generalized derivation
pada R.
2.5. Γ-ring
Ring adalah himpunan tak kosong yang dilengkapi
dua operasi biner dan memenuhi aksioma-aksioma
tertentu. Namun teori tentang ring telah diperluas oleh
Nobusawa pada tahun 1964 hingga ditemukan Γ-ring.
Berikut akan diberikan definisi dari Γ-ring, Γ-ring
komutatif, Γ-ring prima, ideal pada Γ-ring, dan senter pada
Γ-ring yang dikutip dari Nobusawa (1964) dan Alkenani
dkk (2015).
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Definisi 2.5.1. (Γ-ring) MisalkanM dan Γ masing-masing
adalah grup komutatif aditif, dengan M = {x, y, z, ...} dan
Γ = {α, β, γ, ...}. Didefinisikan suatu operasi ∗ pada M
dan Γ sebagai berikut.
∗ : M × Γ×M →M
(x, α, y) 7→ ∗(x, α, y) = x ∗ α ∗ y
M disebut Γ-ring terhadap operasi terner ∗, jika memenuhi:
1. x ∗ α ∗ y ∈M
2. (x ∗ α ∗ y) ∗ β ∗ z = x ∗ α ∗ (y ∗ β ∗ z)
3. (x+ y) ∗ α ∗ z = x ∗ α ∗ z + y ∗ α ∗ z
x ∗ (α+ β) ∗ y = x ∗ α ∗ y + x ∗ β ∗ y
x ∗ α ∗ (y + z) = x ∗ α ∗ y + x ∗ α ∗ z
untuk setiap x, y, z ∈M,α, β ∈ Γ.
Contoh 2.5.2. Diberikan himpunan M = Z2,Γ = Z3.
Didefinisikan operasi perkalian sebagai berikut.
• : Z2 × Z3 × Z2 → Z2
(x, α, y) 7→ •(x, α, y) = x • α • y(mod2)
= xαy(mod2)
Akan dibuktikan bahwa M merupakan Γ-ring terhadap
operasi perkalian.
Bukti:
1. Akan dibuktikan bahwa (Z2,+) merupakan grup
komutatif. Berdasarkan Contoh 2.2.6. telah
ditunjukkan bahwa (Z2,+) merupakan grup
komutatif.
Terbukti bahwa (M,+) adalah grup komutatif.
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2. Akan dibuktikan bahwa (Z3,+) merupakan grup
komutatif. Berdasarkan Contoh 2.2.10. telah
ditunjukkan bahwa (Z3,+) merupakan grup
komutatif.
Terbukti bahwa (Γ,+) adalah grup komutatif.
3. Akan dibuktikan bahwa M merupakan Γ-ring.
Tabel 2.8: Hasil operasi perkalian pada Z2 dan Z3
x α y xαy
0̄ 0̄ 0̄ 0̄
0̄ 0̄ 1̄ 0̄
0̄ 1̄ 0̄ 0̄
0̄ 1̄ 1̄ 0̄
0̄ 2̄ 0̄ 0̄
0̄ 2̄ 1̄ 0̄
1̄ 0̄ 0̄ 0̄
1̄ 0̄ 1̄ 0̄
1̄ 1̄ 0̄ 0̄
1̄ 1̄ 1̄ 1̄
1̄ 2̄ 0̄ 0̄
1̄ 2̄ 1̄ 0̄
Dari Tabel 2.8 dapat ditunjukkan bahwa M
memenuhi:
(a) xαy ∈M
(b) (xαy)βz = xα(yβz)
(c) (x+ y)αz = xαz + yαz
x(α+ β)y = xαy + xβy
xα(y + z) = xαy + xαz
untuk setiap x, y, z ∈M,α, β ∈ Γ.
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Terbukti bahwa M merupakan Γ-ring.










|α ∈ R}. Didefinisikan operasi perkalian
pada matriks sebagai berikut.
• : M × Γ×M →M












Akan dibuktikan bahwa M merupakan Γ-ring terhadap
operasi perkalian pada matriks.
Bukti:
1. Akan dibuktikan bahwa (M,+) merupakan grup
komutatif.















(a) M memenuhi sifat tertutup terhadap operasi
penjumlahan










x1 + y1 x2 + y2
)
∈M
dengan x1 + y1, x2 + y2 ∈ R.
(b) Operasi penjumlahan memenuhi sifat assosiatif
pada M









































= X + (Y + Z)
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sehingga untuk setiap X ∈ M berlaku
X + I = I +X = X.
(d) Untuk setiap X ∈ M , terdapat X−1 =(
−x1 −x2
)
∈ M sedemikian sehingga
X +X−1 = X−1 +X = I.
(e) Operasi penjumlahan memenuhi sifat komutatif
pada M

























Terbukti bahwa (M,+) merupakan grup komutatif.
2. Akan dibuktikan bahwa (Γ,+) merupakan grup
komutatif.


































(b) Operasi penjumlahan memenuhi sifat asosiatif
pada Γ
























































= A+ (B + C)





∈ Γ sedemikian sehingga
untuk setiap A ∈ Γ berlaku A+ I = I +A = A.




∈ Γ sedemikian sehingga
A+A−1 = A−1 +A = I.

































Terbukti bahwa (Γ,+) merupakan grup komutatif.
3. Akan dibuktikan bahwa M merupakan Γ-ring.










































karena x1αy1, x1αy2 ∈ R, dapat diperoleh
XAY ∈M .



























































































































= XAZ + Y AZ
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dengan cara yang sama dapat diperoleh
X(A+B)Y = XAY +XBY
XA(Y + Z) = XAY +XAZ
Terbukti bahwa M merupakan Γ-ring.
Definisi 2.5.4. (Ideal pada Γ-ring) Misalkan M adalah
suatu Γ-ring dan U adalah subgrup aditif dari M .
Didefinisikan
UΓM = {u ∗ α ∗ x|u ∈ U,α ∈ Γ, x ∈M}.
MΓU = {x ∗ α ∗ u|x ∈M,α ∈ Γ, u ∈ U}.
1. U disebut ideal kanan dari M jika UΓM ⊆ U
2. U disebut ideal kiri dari M jika MΓU ⊆ U
U disebut Ideal dari M jika U merupakan ideal kanan dan
ideal kiri dari M .
Contoh 2.5.5. Diberikan M adalah Γ-ring dengan
M = Z4, dan Γ = Z5. U = {0̄, 2̄} ⊂ M . Akan
ditunjukkan bahwa U adalah ideal dari M .
Bukti:
1. Akan ditunjukkan bahwa U adalah subgrup dari M
terhadap operasi penjumlahan. Berdasarkan
Contoh 2.2.14. telah ditunjukkan bahwa U
merupakan subgrup dari M .
Terbukti bahwa U adalah subgrup dari M .
2. Akan dibuktikan bahwa U adalah ideal dari M .
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(a) Ideal kanan
UΓM = {0̄, 2̄} • Z5 • Z4
= {0̄, 2̄} ⊆ U
Jadi, U adalah ideal kanan dari M .
(b) Ideal kiri
MΓU = Z4 • Z5 • {0̄, 2̄}
= {0̄, 2̄} ⊆ U
Jadi, U adalah ideal kiri dari M .
Karena U merupakan ideal kanan dan ideal kiri dari
M , maka U ideal dari M .
Terbukti bahwa U adalah ideal dari M .
Definisi 2.5.6. (Senter pada Γ-ring) Misalkan M
adalah suatu Γ-ring. Senter dari suatu Γ-ring M
dinotasikan dengan
C(M) = {x ∈M |x ∗ α ∗ y = y ∗ α ∗ x, ∀y ∈M,∀α ∈ Γ}.
Contoh 2.5.7. Diberikan M adalah Γ-ring dengan
M = Z2, dan Γ = Z3. Akan ditentukan senter dari M .
Jawab:
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Tabel 2.9: Hasil operasi perkalian pada Z2 dan Z3
x α y xαy yαx
0̄ 0̄ 0̄ 0̄ 0̄
0̄ 0̄ 1̄ 0̄ 0̄
0̄ 1̄ 0̄ 0̄ 0̄
0̄ 1̄ 1̄ 0̄ 0̄
0̄ 2̄ 0̄ 0̄ 0̄
0̄ 2̄ 1̄ 0̄ 0̄
1̄ 0̄ 0̄ 0̄ 0̄
1̄ 0̄ 1̄ 0̄ 0̄
1̄ 1̄ 0̄ 0̄ 0̄
1̄ 1̄ 1̄ 1̄ 0̄
1̄ 2̄ 0̄ 0̄ 0̄
1̄ 2̄ 1̄ 0̄ 0̄
Bedasarkan Tabel 2.9, diperoleh xαy = yαx untuk
setiap x, y ∈ M , dan α ∈ Γ, sehingga dapat diperoleh
untuk setiap x ∈M , x ∈ C(M). Jadi C(M) = M .
Definisi 2.5.8. (Γ-ring Komutatif) Misalkan M adalah
suatu Γ-ring terhadap operasi ∗. M disebut komutatif
jika operasi ∗ memenuhi sifat komutatif pada M yaitu
x ∗ α ∗ y = y ∗ α ∗ x untuk setiap x, y ∈M,α ∈ Γ.
Contoh 2.5.9. Diberikan M adalah Γ-ring dengan
M = Z2, Γ = Z3. Akan dibuktikan bahwa M merupakan
Γ-ring komutatif.
Bukti: Bedasarkan Tabel 2.9, diperoleh xαy = yαx untuk
setiap x, y ∈ M , α ∈ Γ. Terbukti bahwa M merupakan
suatu Γ-ring komutatif.
Definisi 2.5.10. (Γ-ring Prima) Misalkan M adalah
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suatu Γ-ring. M disebut Γ-ring prima jika xΓMΓy = {0}
maka x = 0 atau y = 0 untuk setiap x, y ∈M .
Contoh 2.5.11. Diberikan M adalah Γ-ring dengan
M = Z2,Γ = Z3. Akan dibuktikan bahwa M adalah Γ-ring
prima.
Bukti: Akan dibuktikan bahwa M merupakan Γ-ring
prima. Pembuktian dilakukan dengan cara kontraposisi
yaitu akan dibuktikan jika x 6= 0 dan y 6= 0 maka
xΓMΓy 6= {0}. Ambil sebarang x, y ∈ M , dan
andaikan x 6= 0 dan y 6= 0, sedemikian sehingga,
xΓMΓy = x • Z3 • Z2 • Z3 • y
= {1̄} • Z3 • Z2 • Z3 • {1̄}
= Z2 • Z3 • {1̄}
= Z2
6= {0}
Terbukti bahwa M adalah Γ-ring prima.
Definisi 2.5.12. (Komutator pada Γ-ring) Misalkan
M adalah suatu Γ-ring. Didefinisikan komutator pada M
sebagai berikut:
[x, y]α = x ∗ α ∗ y − y ∗ α ∗ x
untuk setiap x, y ∈M dan α ∈ Γ.
Lemma 2.5.13. Jika [x, y]α = 0 untuk setiap x, y ∈ M ,
α ∈ Γ maka M komutatif.
Bukti: Ambil sebarang x, y ∈M , α ∈ Γ dengan [x, y]α = 0
sedemikian sehingga
[x, y]α = 0⇒ x ∗ α ∗ y − y ∗ α ∗ x = 0
⇒ x ∗ α ∗ y = y ∗ α ∗ x
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Jadi terbukti bahwa jika [x, y]α = 0 untuk setiap x, y ∈M ,
α ∈ Γ maka M komutatif.











Akan ditentukan komutator dari M .






















































0 x1αy2 − y1αx2
)





Pada bab ini dibahas mengenai definisi, lemma dan
teorema dari generalized derivation pada Γ-ring prima
beserta bukti-buktinya. Pembahasan pada skripsi ini
dibatasi pada suatu generalized derivation pada Γ-ring
prima yang memenuhi xαyβz = xβyαz untuk setiap
x, y, z ∈M , α, β ∈ Γ.
3.1. Generalized Derivation
Generalized derivation adalah suatu pemetaan aditif
yang memenuhi aksioma tertentu. Generalized derivation
pada Γ-ring berbeda dengan definisi generalized derivation
pada ring. Berikut akan diberikan definisi dari derivation
dan generalized derivation pada Γ-ring yang dikutip dari
Alkenani (2015).
Definisi 3.1.1. (Derivation pada Γ-ring) Misalkan M
adalah suatu Γ-ring. Suatu pemetaan aditif d : M → M
disebut derivation pada M jika d memenuhi:
d(x ∗ α ∗ y) = d(x) ∗ α ∗ y + x ∗ α ∗ d(y)
untuk setiap x, y ∈M,α ∈ Γ.





















. Akan dibuktikan bahwa d
merupakan derivation pada M .
Bukti:














































Terbukti bahwa d merupakan pemetaan aditif.
2. Akan ditunjukkan bahwa d merupakan derivation






























































































Terbukti bahwa d adalah derivation pada M .
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Definisi 3.1.3. (Generalized Derivation pada Γ-ring)
Misalkan M adalah suatu Γ-ring. Suatu pemetaan aditif
F : M → M disebut generalized derivation jika terdapat
suatu derivation d : M →M yang memenuhi:
F (x ∗ α ∗ y) = F (x) ∗ α ∗ y + x ∗ α ∗ d(y)
untuk setiap x, y ∈M,α ∈ Γ.





























. Akan dibuktikan bahwa
F merupakan generalized derivation pada M dengan suatu
derivation d.
Bukti:
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Terbukti bahwa F merupakan pemetaan aditif.
2. Akan ditunjukkan bahwa F merupakan generalized






























































































Terbukti bahwa F adalah generalized
derivation pada M dengan derivation d.
3.2. Lemma dan Teorema
Berikut akan diberikan lemma dan teorema dari
generalized derivation pada Γ-ring yang dikutip dari
Alkenani (2015).
Lemma 3.2.1. Misalkan M adalah suatu Γ-ring prima
dan U adalah ideal kanan tak nol dari M . Jika U ⊆ C(M)
maka M komutatif.
Bukti: Ambil sebarang u ∈ U , x, y ∈ M , α, β ∈ Γ
sehingga berdasarkan Definisi 2.5.4 berlaku uαx ∈ U dan
(uαx)βy = uαxβy ∈ U . Karena U ⊆ C(M), sehingga
berdasarkan Definisi 2.5.6 berlaku (uαx)βy = yβ(uαx) dan
(uαxβy)γz = zγ(uαxβy) untuk setiap u ∈ U , x, y, z ∈ M ,
α, β ∈ Γ.
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0 = uαxβyγz − zγuαxβy
= uαxβyγz − zγ((uαx)βy)
= uαxβyγz − zγ(yβ(uαx))
= uαxβyγz − (zγy)β(uαx)
= uαxβyγz − (uαx)β(zγy)
= uαxβyγz − uαxβzγy
= uαxβ(yγz − zγy)
= uαxβ[y, z]γ
Karena M prima, sehingga berdasarkan Definisi 2.5.10
berlaku untuk uαxβ[y, z]γ = 0 menyebabkan u = 0 atau
[y, z]γ = 0. Karena U adalah ideal tak nol dari M , maka
u 6= 0 sehingga diperoleh [y, z]γ = 0 untuk setiap y, z ∈M ,
γ ∈ Γ. Berdasarkan Definisi 2.5.15 dapat ditunjukkan
bahwa M komutatif.
Terbukti bahwa jika U ⊆ C(M) maka M komutatif.
Contoh 3.2.2. Diberikan Γ-ring prima M dengan
M = Γ = Z dan Un adalah ideal kanan tak nol dari M
dengan Un = nZ, n ∈ N. Akan ditunjukkan jika U ⊆ C(M)
maka M komutatif.
Bukti: Diketahui C(M) = Z = M , sehingga untuk setiap
ideal Un berlaku Un ⊂ C(M).
Jadi terbukti bahwa M komutatif.
Lemma 3.2.3. Misalkan M adalah suatu Γ-ring prima
dan U adalah ideal kanan tak nol dari M . Jika U komutatif
maka M komutatif.
Bukti: Ambil sebarang u, v ∈ U , x, y ∈ M , α, β, γ ∈ Γ
sedemikian sehingga [u, v]α = 0 karena U komutatif.
Selanjutnya v ∈ U diganti menjadi vβx ∈ U sehingga
diperoleh
0 = [u, vβx]α
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= uα(vβx)− (vβx)αu
= uαvβx+ (−vαuβx+ vαuβx)− vβxαu
= (uαv − vαu)βx+ vαuβx− vβxαu
= [u, v]αβx+ (vβuαx− vβuαx)− vβxαu+ vαuβx
= [u, v]αβx+ vβ(uαx− xαu)− vβuαx+ vαuβx
= [u, v]αβx+ vβ[u, x]α
= 0 + vβ[u, x]α
= vβ[u, x]α
Karena v ∈ U dan U adalah ideal kanan dari M maka
vγy ∈ U . Misalkan v diganti vγy sehingga diperoleh
vγyβ[u, x]α = 0. Karena M prima, berlaku untuk
vγyβ[u, x]α = 0 menyebabkan v = 0 atau [u, x]α = 0.
Karena U ideal tak nol maka v 6= 0 sehingga diperoleh
[u, x]α = 0 untuk setiap u ∈ U , x ∈ M , α ∈ Γ. Hal
tersebut menunjukkan bahwa untuk setiap u ∈ U , berlaku
u ∈ C(M). Berdasarkan Lemma 3.2.1 maka dapat
ditunjukkan bahwa M komutatif.
Terbukti bahwa jika U komutatif maka M komutatif.
Teorema 3.2.4. Misalkan M adalah suatu Γ-ring prima
dan U adalah ideal tak nol dari M . Jika M memuat suatu
generalized derivation F dengan suatu derivation tak nol
d sedemikian sehingga [F (x), x]α = 0 untuk setiap x ∈ U,
α ∈ Γ, maka M komutatif.
Bukti: Ambil sebarang x, y, z ∈ U , α, β, γ ∈ Γ dengan
[F (x), x]α = F (x)αx− xαF (x) = 0. Karena x ∈ U dan U
subgrup aditif dari M maka x+ y ∈ U . Misalkan x diganti
x+ y sehingga diperoleh
[F (x+ y), x+ y]α = F (x+ y)α(x+ y)− (x+ y)αF (x+ y)
0 = (F (x) + F (y))α(x+ y)− (xα+ yα)(F (x) + F (y))
= F (x)αx+ F (x)αy + F (y)αx+ F (y)αy − xαF (x)
− xαF (y)− yαF (x)− yαF (y)
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= F (x)αx− xαF (x) + F (y)αy − yαF (y) + F (x)αy
− yαF (x) + F (y)αx− xαF (y)
= [F (x), x]α + [F (y), y]α + [F (x), y]α + [F (y), x]α
= 0 + 0 + [F (x), y]α + [F (y), x]α
= [F (x), y]α + [F (y), x]α
untuk setiap x, y ∈ U , α ∈ Γ.
Karena y ∈ U dan U ideal dari M maka yβx ∈ U .
Misalkan y diganti yβx sehingga diperoleh
0 = [F (x), yβx]α + [F (yβx), x]α
= F (x)αyβx− yβxαF (x) + F (yβx)αx− xαF (yβx)
= F (x)αyβx−yβxαF (x)+(F (y)βx+yβd(x))αx−xα(F (y)βx
+ yβd(x))
= F (x)αyβx− yβxαF (x) + F (y)βxαx+ yβd(x)αx
− xαF (y)βx− xαyβd(x)
= F (x)αyβx− yβxαF (x) + F (y)βxαx− xαF (y)βx
+ yβd(x)αx+ (−yβxαd(x) + yβxαd(x))− xαyβd(x)
+ (yαxβd(x)− yαxβd(x))
= F (x)αyβx− yβxαF (x) + F (y)βxαx− xαF (y)βx
+ (yβd(x)αx− yβxαd(x)) + yβxαd(x))
+ (yαxβd(x)− xαyβd(x))− yαxβd(x)
= F (x)αyβx−yβxαF (x)+(xβF (y)−(F (x)βy−yβF (x)))αx
− xαF (y)βx+ yβ[d(x), x]α + [y, x]αβd(x)
+ yβxαd(x)− yαxβd(x)
= F (x)αyβx− yβxαF (x) + xβF (y)αx− F (x)βyαx
+ yβF (x)αx−xαF (y)βx+ yβ[d(x), x]α + [y, x]αβd(x)
= F (x)αyβx− F (x)βyαx− yβxαF (x) + yβF (x)αx
+xβF (y)αx−xαF (y)βx+ yβ[d(x), x]α + [y, x]αβd(x)
= yβ[d(x), x]α + [y, x]αβd(x)
Karena y ∈ U dan U ideal dari M maka yγz ∈ U .
Misalkan y diganti yγz sehingga diperoleh






= yγzβd(x)αx+ (yαx− xαy)γzβd(x)− yαxγzβd(x)
= [x, y]αγzβd(x) + yγzβd(x)αx− yαxγzβd(x)
= [x, y]αγzβd(x)
Karena M prima, berlaku untuk [y, x]αγzβd(x) = 0
menyebabkan [y, x]α = 0 atau d(x) = 0. Karena diketahui
d merupakan derivation tak nol maka d(x) 6= 0 sehingga
diperoleh [y, x]α = 0 untuk setiap x, y ∈ U , α ∈ Γ. Hal
tersebut menunjukkan bahwa U komutatif. Berdasarkan
Lemma 3.2.3 dapat ditunjukkan bahwa M komutatif.
Terbukti bahwa M komutatif.
Teorema 3.2.5. Misalkan M adalah suatu Γ-ring prima
dan U adalah suatu ideal tak nol dari M . Jika M memuat
suatu generalized derivation F dengan suatu derivation tak
nol d yang memenuhi salah satu dari syarat berikut:
1. [F (x), F (y)]α = 0 untuk setiap x, y ∈ U,α ∈ Γ.
2. [F (x), F (y)]α = [x, y]α untuk setiap x, y ∈ U,α ∈ Γ.
3. [F (x), F (y)]α = [y, x]α untuk setiap x, y ∈ U,α ∈ Γ.
4. F ([x, y]α) = [x, y]α untuk setiap x, y ∈ U,α ∈ Γ.
maka M komutatif.
Bukti: Ambil sebarang x, y, z, r, w ∈ U , α, β, γ ∈ Γ.
1. Diketahui [F (x), F (y)]α = 0 untuk setiap x, y ∈ U ,
α ∈ Γ. Karena y ∈ U dan U ideal dari M maka
yβz ∈ U . Misalkan y diganti yβz sehingga diperoleh
0 = [F (x), F (y)]α
= [F (x), F (yβz)]α
= F (x)αF (yβz)− F (yβz)αF (x)
= F (x)α(F (y)βz+yβd(z))−(F (y)βz+yβd(z))αF (x)
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= F (x)αF (y)βz + F (x)αyβd(z)− F (y)βzαF (x)
− yβd(z)αF (x)
= F (x)αF (y)βz + F (x)αyβd(z) + (−yαF (x)βd(z)
+yαF (x)βd(z))−F (y)βzαF (x)+(F (y)βF (x)αz
−F (y)βF (x)αz)−yβd(z)αF (x)+(yβF (x)αd(z)
− yβF (x)αd(z))
= F (x)αF (y)βz + [F (x), y]αβd(z) + yαF (x)βd(z)
+F (y)β[F (x), z]α−F (y)βF (x)αz+yβ[F (x), d(z)]α
− yβF (x)αd(z)
= [F (x), y]αβd(z)+F (y)β[F (x), z]α+yβ[F (x), d(z)]α
+F (x)αF (y)βz−F (y)βF (x)αz+ yαF (x)βd(z)
− yβF (x)αd(z)
= [F (x), y]αβd(z)+F (y)β[F (x), z]α+yβ[F (x), d(z)]α
+F (x)αF (y)βz−F (y)αF (x)βz+ yαF (x)βd(z)
− yαF (x)βd(z)
= [F (x), y]αβd(z)+F (y)β[F (x), z]α+yβ[F (x), d(z)]α
Karena y ∈ U dan U ideal dari M maka rγy ∈ U .
Misalkan y diganti rγy sehingga diperoleh
0 = [F (x), y]αβd(z)+F (y)β[F (x), z]α+yβ[F (x), d(z)]α
= [F (x), rγy]αβd(z) + F (rγy)β[F (x), z]α
+ rγyβ[F (x), d(z)]α
= F (x)αrγyβd(z)− rγyαF (x)βd(z)
+ (F (r)γy + rγd(y))β(F (x)αz − zαF (x))
+ rγyβF (x)αd(z)− rγyβd(z)αF (x)
= F (x)αrγyβd(z)− rγyαF (x)βd(z)
+ F (r)γyβF (x)αz + rγd(y)βF (x)αz
− F (r)γyβzαF (x)− rγd(y)βzαF (x)
+ rγyβF (x)αd(z)− rγyβd(z)αF (x)
= F (x)αrγyβd(z) + (−rαF (x)γyβd(z)
+ rαF (x)γyβd(z))− rγyαF (x)βd(z)
+ F (r)γyβF (x)αz − F (r)γyβzαF (x)
+ rγd(y)βF (x)αz − rγd(y)βzαF (x)
+ rγyβF (x)αd(z)− rγyβd(z)αF (x)
= [F (x), r]αγyβd(z) + F (r)γyβ[F (x), z]α
+ rγd(y)β[F (x), z]α + rαF (x)γyβd(z)
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− rγyαF (x)βd(z) + rγyβF (x)αd(z)
− rγyβd(z)αF (x)
= [F (x), r]αγyβd(z) + F (r)γyβ[F (x), z]α
+ rγd(y)β[F (x), z]α + rγF (x)αyβd(z)
− rγyβd(z)αF (x)
= [F (x), r]αγyβd(z) + F (r)γyβ[F (x), z]α
+ rγd(y)β[F (x), z]α + rγF (x)αyβd(z)
− rγyβd(z)αF (x) + (rγyβF (x)αd(z)
− rγyβF (x)αd(z))
= [F (x), r]αγyβd(z) + F (r)γyβ[F (x), z]α
+ rγd(y)β[F (x), z]α + rγF (x)αyβd(z)
+ rγyβ[F (x), d(z)]α − rγyβF (x)αd(z)
= [F (x), r]αγyβd(z) + F (r)γyβ[F (x), z]α
+ rγd(y)β[F (x), z]α + rγF (x)αyβd(z)
− rγyβF (x)αd(z) + rγ(−[F (x), y]αβd(z)
− F (y)β[F (x), z]α)
= [F (x), r]αγyβd(z) + F (r)γyβ[F (x), z]α
+ rγd(y)β[F (x), z]α + rγF (x)αyβd(z)
− rγyβF (x)αd(z)− rγ[F (x), y]αβd(z)
− rγF (y)β[F (x), z]α
= [F (x), r]αγyβd(z) + F (r)γyβ[F (x), z]α
+ rγd(y)β[F (x), z]α + rγF (x)αyβd(z)
− rγyβF (x)αd(z)− rγF (x)αyβd(z)
+ rγyαF (x)βd(z)− rγF (y)βF (x)αz
+ rγF (y)βzαF (x)
= [F (x), r]αγyβd(z) + F (r)γyβ[F (x), z]α
+ rγd(y)β[F (x), z]α − rγF (y)β[F (x), z]α
Selanjutnya misalkan z diganti F (x) sehingga
diperoleh
0 = [F (x), r]αγyβd(z) + F (r)γyβ[F (x), z]α
+ rγd(y)β[F (x), z]α − rγF (y)β[F (x), z]α
= [F (x), r]αγyβd(F (x)) + F (r)γyβ[F (x), F (x)]α
+ rγd(y)β[F (x), F (x)]α− rγF (y)β[F (x), F (x)]α
= [F (x), r]αγyβd(F (x))
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Selanjutnya, karena M prima, berlaku untuk
[F (x), r]αγyβd(F (x)) = 0 menyebabkan
[F (x), r]α = 0 atau d(F (x)) = 0. Karena d
merupakan derivation tak nol maka d(F (x)) 6= 0
sehingga [F (x), r]α = 0 untuk setiap x, r ∈ U , α ∈ Γ.
Misalkan r = x ∈ U sehingga diperoleh
[F (x), x]α = 0 untuk setiap x ∈ U , α ∈ Γ.
Berdasarkan Teorema 3.2.4 dapat ditunjukkan bahwa
M komutatif.
Terbukti bahwa M komutatif.
2. Diketahui [F (x), F (y)]α = [x, y]α untuk setiap
x, y ∈ U , α ∈ Γ. Karena y ∈ U dan U ideal dari
M maka yβz ∈ U . Misalkan y diganti yβz sehingga
diperoleh
[F (x), F (y)]α = [x, y]α
0 = [F (x), F (y)]α − [x, y]α
= [F (x), F (yβz)]α − [x, yβz]α
= F (x)αF (yβz)− F (yβz)αF (x)− xαyβz
+ yβzαx
= F (x)α(F (y)βz + yβd(z))− (F (y)βz
+ yβd(z))αF (x)− xαyβz + (yαxβz − yαxβz)
+ yβzαx+ (−yβxαz + yβxαz)
= F (x)αF (y)βz + F (x)αyβd(z)− F (y)βzαF (x)
− yβd(z)αF (x)− [x, y]αβz − yβ[x, z]α
= F (x)αF (y)βz + F (x)αyβd(z) + (−yαF (x)βd(z)
+yαF (x)βd(z))−F (y)βzαF (x)+(F (y)βF (x)αz
−F (y)βF (x)αz)−yβd(z)αF (x)+(yβF (x)αd(z)
− yβF (x)αd(z))− [x, y]αβz − yβ[x, z]α
= F (x)αF (y)βz + [F (x), y]αβd(z) + yαF (x)βd(z)
+F (y)β[F (x), z]α−F (y)βF (x)αz+yβ[F (x), d(z)]α
− yβF (x)αd(z)− [x, y]αβz − yβ[x, z]α
= [F (x), y]αβd(z)+F (y)β[F (x), z]α+yβ[F (x), d(z)]α
+F (x)αF (y)βz−F (y)βF (x)αz+ yαF (x)βd(z)
− yβF (x)αd(z)− [x, y]αβz − yβ[x, z]α
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= [F (x), y]αβd(z)+F (y)β[F (x), z]α+yβ[F (x), d(z)]α
+F (x)αF (y)βz−F (y)αF (x)βz+ yαF (x)βd(z)
− yαF (x)βd(z)− [x, y]αβz − yβ[x, z]α
= [F (x), y]αβd(z)+F (y)β[F (x), z]α+yβ[F (x), d(z)]α
+ [F (x), F (y)]αβz − [x, y]αβz + yαF (x)βd(z)
− yαF (x)βd(z)− yβ[x, z]α
= [F (x), y]αβd(z)+F (y)β[F (x), z]α+yβ[F (x), d(z)]α
− yβ[x, z]α
Karena y ∈ U dan U ideal dari M maka rγy ∈ U .
Misalkan y diganti rγy ∈ U sehingga diperoleh
0 = [F (x), rγy]αβd(z) + F (rγy)β[F (x), z]α
+ rγyβ[F (x), d(z)]α − rγyβ[x, z]α
= F (x)αrγyβd(z)− rγyαF (x)βd(z)
+ (F (r)γy + rγd(y))β(F (x)αz − zαF (x))
+rγyβF (x)αd(z)−rγyβd(z)αF (x)−rγyβ[x, z]α
= F (x)αrγyβd(z)− rγyαF (x)βd(z)
+ F (r)γyβF (x)αz + rγd(y)βF (x)αz
− F (r)γyβzαF (x)− rγd(y)βzαF (x)
+rγyβF (x)αd(z)−rγyβd(z)αF (x)−rγyβ[x, z]α
= F (x)αrγyβd(z) + (−rαF (x)γyβd(z)
+ rαF (x)γyβd(z))− rγyαF (x)βd(z)
+ F (r)γyβF (x)αz − F (r)γyβzαF (x)
+ rγd(y)βF (x)αz − rγd(y)βzαF (x)
+rγyβF (x)αd(z)−rγyβd(z)αF (x)−rγyβ[x, z]α
= [F (x), r]αγyβd(z) + F (r)γyβ[F (x), z]α
+ rγd(y)β[F (x), z]α + rαF (x)γyβd(z)
− rγyαF (x)βd(z) + rγyβF (x)αd(z)
− rγyβd(z)αF (x)− rγyβ[x, z]α
= [F (x), r]αγyβd(z) + F (r)γyβ[F (x), z]α
+ rγd(y)β[F (x), z]α + rγF (x)αyβd(z)
− rγyβd(z)αF (x)− rγyβ[x, z]α
= [F (x), r]αγyβd(z) + F (r)γyβ[F (x), z]α
+ rγd(y)β[F (x), z]α + rγF (x)αyβd(z)
− rγyβd(z)αF (x) + (rγyβF (x)αd(z)
− rγyβF (x)αd(z))− rγyβ[x, z]α
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= [F (x), r]αγyβd(z) + F (r)γyβ[F (x), z]α
+ rγd(y)β[F (x), z]α + rγF (x)αyβd(z)
+ rγyβ[F (x), d(z)]α − rγyβF (x)αd(z)
− rγyβ[x, z]α
= [F (x), r]αγyβd(z) + F (r)γyβ[F (x), z]α
+ rγd(y)β[F (x), z]α + rγF (x)αyβd(z)
− rγyβF (x)αd(z) + rγ(−[F (x), y]αβd(z)
− F (y)β[F (x), z]α)− rγyβ[x, z]α
= [F (x), r]αγyβd(z) + F (r)γyβ[F (x), z]α
+ rγd(y)β[F (x), z]α + rγF (x)αyβd(z)
− rγyβF (x)αd(z)− rγ[F (x), y]αβd(z)
− rγF (y)β[F (x), z]α − rγyβ[x, z]α
= [F (x), r]αγyβd(z) + F (r)γyβ[F (x), z]α
+ rγd(y)β[F (x), z]α + rγF (x)αyβd(z)
− rγyβF (x)αd(z)− rγF (x)αyβd(z)
+ rγyαF (x)βd(z)− rγF (y)βF (x)αz
+ rγF (y)βzαF (x)− rγyβ[x, z]α
= [F (x), r]αγyβd(z) + F (r)γyβ[F (x), z]α
+ rγd(y)β[F (x), z]α − rγF (y)β[F (x), z]α
− rγyβ[x, z]α
Selanjutnya misalkan z diganti F (x) sehingga
diperoleh
0 = [F (x), r]αγyβd(z) + F (r)γyβ[F (x), z]α
+ rγd(y)β[F (x), z]α − rγF (y)β[F (x), z]α
− rγyβ[x, z]α
= [F (x), r]αγyβd(F (x)) + F (r)γyβ[F (x), F (x)]α
+ rγd(y)β[F (x), F (x)]α− rγF (y)β[F (x), F (x)]α
− rγyβ[x, F (x)]α
= [F (x), r]αγyβd(F (x))
Selanjutnya, karena M prima, berlaku untuk
[F (x), r]αγyβd(F (x)) = 0 menyebabkan
[F (x), r]α = 0 atau d(F (x)) = 0. Karena d
merupakan derivation tak nol maka d(F (x)) 6= 0
sehingga [F (x), r]α = 0 untuk setiap x, r ∈ U , α ∈ Γ.
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Misalkan r = x ∈ U sehingga diperoleh
[F (x), x]α = 0 untuk setiap x ∈ U , α ∈ Γ.
Berdasarkan Teorema 3.2.4 dapat ditunjukkan
bahwa M komutatif.
Terbukti bahwa M komutatif.
3. Diketahui [F (x), F (y)]α = [y, x]α untuk setiap
x, y ∈ U , α ∈ Γ. Karena y ∈ U dan U ideal dari
M maka yβz ∈ U . Misalkan y diganti yβz sehingga
diperoleh
[F (x), F (y)]α = [y, x]α
0 = [F (x), F (y)]α − [y, x]α
= [F (x), F (yβz)]α − [yβz, x]α
= F (x)αF (yβz)− F (yβz)αF (x) + xαyβz
− yβzαx
= F (x)α(F (y)βz + yβd(z))− (F (y)βz
+ yβd(z))αF (x) + xαyβz + (yαxβz − yαxβz)
− yβzαx+ (−yβxαz + yβxαz)
= F (x)αF (y)βz + F (x)αyβd(z)− F (y)βzαF (x)
− yβd(z)αF (x) + [x, y]αβz + yβ[x, z]α
= F (x)αF (y)βz + F (x)αyβd(z) + (−yαF (x)βd(z)
+yαF (x)βd(z))−F (y)βzαF (x)+(F (y)βF (x)αz
−F (y)βF (x)αz)−yβd(z)αF (x)+(yβF (x)αd(z)
− yβF (x)αd(z)) + [x, y]αβz + yβ[x, z]α
= F (x)αF (y)βz + [F (x), y]αβd(z) + yαF (x)βd(z)
+F (y)β[F (x), z]α−F (y)βF (x)αz+yβ[F (x), d(z)]α
− yβF (x)αd(z) + [x, y]αβz + yβ[x, z]α
= [F (x), y]αβd(z)+F (y)β[F (x), z]α+yβ[F (x), d(z)]α
+F (x)αF (y)βz−F (y)βF (x)αz+ yαF (x)βd(z)
− yβF (x)αd(z) + [x, y]αβz + yβ[x, z]α
= [F (x), y]αβd(z)+F (y)β[F (x), z]α+yβ[F (x), d(z)]α
+F (x)αF (y)βz−F (y)αF (x)βz+ yαF (x)βd(z)
− yαF (x)βd(z)− [y, x]αβz − yβ[z, x]α
= [F (x), y]αβd(z)+F (y)β[F (x), z]α+yβ[F (x), d(z)]α
+ [F (x), F (y)]αβz − [x, y]αβz + yαF (x)βd(z)
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− yαF (x)βd(z)− yβ[z, x]α
= [F (x), y]αβd(z)+F (y)β[F (x), z]α+yβ[F (x), d(z)]α
− yβ[z, x]α
Karena y ∈ U dan U ideal dari M maka rγy ∈ U .
Misalkan y diganti rγy ∈ U . Dengan cara yang sama
dengan pembuktian bagian 2 sehingga diperoleh
0 = [F (x), r]αγyβd(z) + F (r)γyβ[F (x), z]α
+ rγd(y)β[F (x), z]α − rγF (y)β[F (x), z]α
− rγyβ[z, x]α
Selanjutnya misalkan z diganti F (x) sehingga
diperoleh
0 = [F (x), r]αγyβd(z) + F (r)γyβ[F (x), z]α
+ rγd(y)β[F (x), z]α − rγF (y)β[F (x), z]α
− rγyβ[z, x]α
= [F (x), r]αγyβd(F (x)) + F (r)γyβ[F (x), F (x)]α
+ rγd(y)β[F (x), F (x)]α− rγF (y)β[F (x), F (x)]α
− rγyβ[F (x), x]α
= [F (x), r]αγyβd(F (x))
Selanjutnya, karena M prima, berlaku untuk
[F (x), r]αγyβd(F (x)) = 0 menyebabkan
[F (x), r]α = 0 atau d(F (x)) = 0. Karena d
merupakan derivation tak nol maka d(F (x)) 6= 0
sehingga [F (x), r]α = 0 untuk setiap x, r ∈ U , α ∈ Γ.
Misalkan r = x ∈ U sehingga diperoleh
[F (x), x]α = 0 untuk setiap x ∈ U , α ∈ Γ.
Berdasarkan Teorema 3.2.4 dapat ditunjukkan bahwa
M komutatif.
Terbukti bahwa M komutatif.
4. Diketahui F ([x, y]α) = [x, y]α untuk setiap x, y ∈ U ,
α ∈ Γ.
[x, y]α = F ([x, y]α) xαy − yαx = F (xαy − yαx)
xαy − yαx = F (xαy)− F (yαx)
xαy − yαx = F (x)αy + xαd(y)− F (y)αx− yαd(x)
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xαy − yαx = F (x)αy − yαF (x) + yαF (x) + xαd(y)
− d(y)αx+ d(y)αx− F (y)αx− yαd(x)
xαy−yαx = [F (x), y]α+yαF (x)+[x, d(y)]α+d(y)αx
− F (y)αx− yαd(x)
xαy−yαx = [F (x), y]α+[x, d(y)]α+F (yαx)−F (yαx)
[x, y]α = [F (x), y]α + [x, d(y)]α
Misalkan y diganti zβy sehingga diperoleh
[x, y]α = [F (x), y]α + [x, d(y)]α
0 = [F (x), zβy]α + [x, d(zβy)]α − [x, zβy]α
= F (x)αzβy − zβyαF (x) + xαd(zβy)− d(zβy)αx
− xαzβy + zβyαx
= F (x)αzβy − zβyαF (x) + xαd(z)βy + xαzβd(y)
− d(z)βyαx− zβd(y)αx− xαzβy + zβyαx
= F (x)αzβy + xαd(z)βy − zβyαF (x) + xαzβd(y)
− d(z)βyαx− zβd(y)αx− xαzβy + zβyαx
= F (xαz)βy − zβyαF (x) + xαzβd(y)− d(z)βyαx
− zβd(y)αx− xαzβy + zβyαx
= (F (zαx)+xαz−zαx)βy−zβyαF (x)+[x, z]αβd(y)
+zαxβd(y)+d(z)β[x, y]α−d(z)βxαy−zβd(y)αx
− xαzβy + zβyαx
= [x, z]αβd(y) + d(z)β[x, y]α
Misalkan y diganti x sehingga diperoleh
0 = [x, z]αβd(x) + d(z)β[x, x]α
= [x, z]αβd(x)
Misalkan z diganti wγz sehingga diperoleh
0 = [x,wγz]αβd(x)
= xαwγzβd(x)− wγzαxβd(x)
= xαwγzβd(x)− wαxγzβd(x) + wαxγzβd(x)
− wγzαxβd(x)
= [x,w]αγzβd(x) + wγxαzβd(x)− wγzαxβd(x)
= [x,w]αγzβd(x) + wγ[x, z]αβd(x)
= [x,w]αγzβd(x)
Selanjutnya, karena M prima, berlaku untuk
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[x,w]αγzβd(x) = 0 menyebabkan [x,w]α = 0 atau
d(x) = 0. Karena d merupakan derivation tak nol
maka d(x) 6= 0 sehingga [x,w]α = 0 untuk setiap
x,w ∈ U , α ∈ Γ. Hal tersebut menunjukkan bahwa
U komutatif. Berdasarkan Lemma 3.2.1 dapat
ditunjukkan bahwa M komutatif.
Terbukti bahwa M komutatif.
Teorema 3.2.6. Misalkan M adalah suatu Γ-ring prima
dan U adalah suatu ideal tak nol dari M . Jika M memuat
suatu generalized derivation F dengan suatu derivation tak
nol d yang memenuhi salah satu dari syarat berikut:
1. F (xαy) = F (yαx) untuk semua x, y ∈ U,α ∈ Γ
2. F (xαy) = −F (yαx) untuk semua x, y ∈ U,α ∈ Γ
3. [F (x), y]α = [x, F (y)]α untuk semua x, y ∈ U,α ∈ Γ
maka M komutatif.
Bukti: Ambil sebarang w, x, y, z ∈ U , α, β, γ ∈ Γ.
1. Diberikan F (xαy) = F (yαx) untuk setiap x, y ∈ M ,
α ∈ Γ. Karena y ∈ U dan U ideal dari M maka
yβz ∈ U . Misalkan y diganti yβz sehingga diperoleh
F (xαy) = F (yαx)
0 = F (xαy)− F (yαx)
= F (x)αy + xαd(y)− F (y)αx− yαd(x)
= F (x)αyβz + xαd(yβz)− F (yβz)αx− yβzαd(x)
= F (x)αyβz + xαd(y)βz + xαyβd(z)− F (y)βzαx
− yβd(z)αx− yβzαd(x)
Misalkan z diganti x sehingga diperoleh
0 = F (x)αyβx+ xαd(y)βx+ xαyβd(x)− F (y)αxβx
− yαd(x)βx− yβxαd(x)
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= F (xαy)βx+ xαyβd(x)− F (yαx)βx− yβxαd(x)
= F (xαy)βx− F (yαx)βx+ [x, y]αβd(x)
= [x, y]αβd(x)
Karena y ∈ U dan U ideal dari M maka yγw ∈ U .
Misalkan y diganti yγw sehingga diperoleh
0 = [x, yγw]αβd(x)
= xαyγwβd(x)− yγwαxβd(x)
= xαyγwβd(x) + (−yαxγwβd(x) + yαxγwβd(x))
− yγwαxβd(x)
= [x, y]αγwβd(x) + yαxγwβd(x)− yγwαxβd(x)
= [x, y]αγwβd(x) + yγxαwβd(x)− yγxαwβd(x)
= [x, y]αγwβd(x)
Karena M prima, berlaku [x, y]αγwβd(x) = 0
menyebabkan [x, y]α = 0 atau d(x) = 0. Karena d
merupakan derivation tak nol maka d(x) 6= 0
sehingga [x, y]α = 0 untuk setiap x, y ∈ U , α ∈ Γ.
Hal tersebut menunjukkan bahwa U komutatif.
Berdasarkan Lemma 3.2.3 dapat ditunjukkan bahwa
M komutatif.
Terbukti bahwa M komutatif.
2. Diketahui F (xαy) = −F (yαx) untuk setiap
x, y ∈ M , α ∈ Γ. Karena y ∈ U dan U ideal dari
M maka yβz ∈ U . Misalkan y diganti yβz sehingga
diperoleh
F (xαy) = −F (yαx)
0 = F (xαy) + F (yαx)
= F (x)αy + xαd(y) + F (y)αx+ yαd(x)
= F (x)αyβz + xαd(yβz) + F (yβz)αx+ yβzαd(x)
= F (x)αyβz + xαd(y)βz + xαyβd(z) + F (y)βzαx
+ yβd(z)αx+ yβzαd(x)
Misalkan z diganti x sehingga diperoleh
0 = F (x)αyβx+ xαd(y)βx+ xαyβd(x) + F (y)αxβx
+ yβd(x)αx+ yβxαd(x)
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= F (xαy)βx+ xαyβd(x) + F (yαx)βx+ yβxαd(x)
= F (xαy)βx+ F (yαx)βx+ [x, y]αβd(x)
= [x, y]αβd(x)
Karena y ∈ U dan U ideal dari M maka yγw ∈ U .
Misalkan y diganti yγw sehingga diperoleh
0 = [x, yγw]αβd(x)
= xαyγwβd(x)− yγwαxβd(x)
= xαyγwβd(x) + (−yαxγwβd(x) + yαxγwβd(x))
− yγwαxβd(x)
= [x, y]αγwβd(x) + yαxγwβd(x)− yγwαxβd(x)
= [x, y]αγwβd(x) + yγxαwβd(x)− yγxαwβd(x)
= [x, y]αγwβd(x)
Karena M prima, berlaku [x, y]αγwβd(x) = 0
menyebabkan [x, y]α = 0 atau d(x) = 0. Karena d
merupakan derivation tak nol maka d(x) 6= 0
sehingga [x, y]α = 0 untuk setiap x, y ∈ U , α ∈ Γ.
Hal tersebut menunjukkan bahwa U komutatif.
Berdasarkan Lemma 3.2.3 dapat ditunjukkan bahwa
M komutatif.
Terbukti bahwa M komutatif.
3. Diketahui [F (x), y]α = [x, F (y)]α untuk setiap
x, y ∈ U , α ∈ Γ. Karena y ∈ U dan U ideal dari
M maka yβz ∈ U . Misalkan y diganti yβz sehingga
diperoleh
[F (x), y]α = [x, F (y)]α
0 = [F (x), y]α − [x, F (y)]α
= [F (x), yβz]α − [x, F (yβz)]α
= F (x)αyβz− yβzαF (x)− xαF (yβz) +F (yβz)αx
= F (x)αyβz − yβzαF (x)− xαF (y)βz − xαyβd(z)
+ F (y)βzαx+ yβd(z)αx
= [F (x), y]αβz+yβF (x)αz+yβ[F (x), z]α+yαF (x)βz
−[x, F (y)]αβz−F (y)αxβz−[x, y]αβd(z)−yαxβd(z)
−F (y)β[x, z]α+F (y)βxαz−yβ[x, d(z)]α+yβxαd(z)
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= [F (x), y]αβz+yβ[F (x), z]α−[x, F (y)]αβz−[x, y]αβd(z)
− F (y)β[x, z]α − yβ[x, d(z)]α
= yβ[F (x), z]α−[x, y]αβd(z)−F (y)β[x, z]α−yβ[x, d(z)]α
Misalkan z diganti x sehingga diperoleh
0 = yβ[F (x), x]α−[x, y]αβd(x)−F (y)β[x, x]α−yβ[x, d(x)]α
= yβ[F (x), x]α − [x, y]αβd(x)− yβ[x, d(x)]α
Karena y ∈ U dan U ideal dari M maka yγz ∈ U .
Misalkan y diganti yγz sehingga diperoleh
0 = yγzβ[F (x), x]α− [x, yγz]αβd(x)− yγzβ[x, d(x)]α
= yγzβ[F (x), x]α − xαyγzβd(x) + yγzαxβd(x)
− yγzβ[x, d(x)]α
= yγ([x, z]αβd(x) + zβ[x, d(x)]α)− xαyγzβd(x)
+ (yαxγzβd(x)− yαxγzβd(x)) + yγzαxβd(x)
− yγzβ[x, d(x)]α
= yγ[x, z]αβd(x) + yγzβ[x, d(x)]α − [x, y]αγzβd(x)
− yγxαzβd(x) + yγzαxβd(x)− yγzβ[x, d(x)]α
= yγ[x, z]αβd(x)− [x, y]αγzβd(x)− yγ[x, z]αβx
= [x, y]αγzβd(x)
Karena M prima, berlaku [x, y]αγzβd(x) = 0
menyebabkan [x, y]α = 0 atau d(x) = 0. Karena d
merupakan derivation tak nol maka d(x) 6= 0
sehingga [x, y]α = 0 untuk setiap x, y ∈ U , α ∈ Γ.
Hal tersebut menunjukkan bahwa U komutatif.
Berdasarkan Lemma 3.2.3 dapat ditunjukkan bahwa
M komutatif.





Kesimpulan yang didapatkan dari pembahasan skripsi
ini adalah:
1. Kekomutatifan dari suatu Γ-ring dapat dilihat dari
sifat-sifat yang berlaku pada idealnya.
2. Kekomutatifan dari suatu Γ-ring dapat dilihat dari
generalized derivation pada Γ-ring tersebut yang
memenuhi suatu syarat tertentu.
4.2. Saran
Dalam skripsi ini hanya dibahas beberapa teorema
dari keseluruhan teorema yang ada pada jurnal utama
yaitu Alkenani (2015), serta hanya diberikan sebuah
contoh generalized derivation pada Γ-ring. Selanjutnya
skripsi ini dapat dikembangkan dengan membahas
keseluruhan teorema pada jurnal utama dan memberi
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